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Integrazione di funzioni razionali

Per integrare le funzioni razionali fratte si utilizza, in genere, il metodo di decomposizione che,
come gia visto, s basa sulla possibilita di decomporre la funzione integranda nella somma di
funzioni.

Seci s trovaadover integrare

J~ M (X) dx
N(X)

Segradodi M(x) > gradodi N(x) s esegueladivisionetrai polinomi:

M(X) =Q(X)-N(X)+R(x) — M:Q(x)+w con @ x)=quoziente, R x)=resto
N(X) N(X)

Se N(x) s pud scomporre, '::(X)
X

Sl decompone in sommadel tipo

A A A

(X—a) (X—a;) (X—a,)

Se N(x)=ax*+bx+c e

se M (x) =1 s haunintegrale del tipo:

I dx
ax’ +bx+c
SeSe M(X)=px+q S ha

[ PXa g
ax“ +bx+c

s calcolail A dell’equazione associata.
e SeA>0
Si fattorizza N(x) = a(x—x)(x—X,) , poi si cercano due numeri A e B applicando il principio di
identitadei polinomi in modo tale che, in entrambei casi si ha
we ol a8 ]
N(x) a|(x-x) (x-x)

per cui I’integrale di partenza saradel tipo:

E{jidxﬂ‘ B dx}
al? (x=x) (X=x,)
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Ottenendo come integrale:

A B
glog|x— x1|+glog|x— X,|+C

. SeA=0
Si fattorizza N(x) = a(x—x)*e se M (x) =1 I’integrale & immediato se ricondotto al tipo
a+l
[ 1700 £ ()= L G
a+l

Se M(X) = PX+0 g procede a scrivere mediante artifici M(x) come derivata del denominatore e

con ladecomposizione si ottengono 2 integrali del tipo:
fa+l( )

px+9
‘[aX2+bX+C _J-f( f(X)dX"‘If (x)- f')dx=Inf(x)+——=

Se A<O

.
non € possibile scomporre il denominatore pertanto s ricorre ad artificio aggiungendo e
sottraendo il coefficiente della x diviso per 2 ed elevato al quadrato e si riduce I’integrale del
tipo:

1

—— f(X)dx = arctgf (x) + ¢
'[1+(f(x))
Se M (X) = px+q ovveros ha
[ Pa g
ax® +bx+c

s procede a scrivere mediante artifici M(X) come derivata del denominatore e con la

decomposizione si ottengono 2 integrali del tipo:

Jaxpj:;)ic J' (X)dXJrI ))2 -g'(x)dx=In f (x)+arctg(g(x))+c

Per capire vediamo degli esempi.
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Esempi

1. Cdcolareil seguenteintegrale:

J' dx
2x% —3x+1

Calcoliamoiil A:
A=9-8=1>0
Quindi scomponiamo in fattori primi il denominatore:

2x2—3x+1=2(x—%)(x—1)=(2x—1)(x—1)

Pertanto:

I dx :I dx
2x° =3x+1 7 (2x=-1)(x-1)

Ricerchiamo ora due numeri A e B in modo tale che possiamo scrivere:

1 __A B
(2x-1)(x-1) (2x-1) (x-1)

A B _AX-D+B@x-1) _Ax-A+2Bx-B_(A+2B)x+(-B-A)
(2x-1) (x-1)  (2x-D(x-1)  (2x-D(x-1)  (2x-D(x-1)

Applichiamo il principio di identita dei polinomi:
A+2B=0 [A=-2B [A=-2
~-A-B=1|+2B-B=1"|B=1

Quindi I’integrale di partenza si puo scrivere come:

J‘ dx =I dx =I -2 dX-i-I 1 ix
2x° =3x+1 Y (2x-)(x-1) 7 (2x-1) (x=1)

i quali risultano essere 2 integrali immediati:

—In|2x-1+In|x-1+c
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2. Cacolareil seguenteintegrale:

,[ xX+1 dx

X?-5X+6
Calcoliamoiil A:
A=25-24=1>0
Quindi il denominatore si scomponein:
x? —5x+6=(x-2)(x-23)

e, grazie a principio di identita polinomiale si determinano le due costanti A e B tali che:

x+1 _ A B _Ax-3+B(x-2) _(A+B)x—(3A+2B)
x2-5x+6 Xx-2 x-3  (x=2)(x=-3)  (x=2)(x-3)

Applichiamo il principio di identitadei polinomi:

A+B=1 [A=1-B [A=1-B
—(3A+2B)=1"|-3(1-B)-2B=1"|-3+3B-2B=1
Si ottiene:
A=-3
B=4

e I’integrale diventa:

-3 4 1 1
IEdX+ de: —SIEdX+ 4IEdX: —3|09|X— 2|+4|09|X—3|+C
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3. Cacolareil seguenteintegrale:

J~ dx
25x% —10x+1
Calcoliamoiil A:
A=100-100=0
Dunque il denominatore € un quadrato pefetto la cui scomposizione €

25x* —10x+1= (5x—1)?pertanto I’integrale diviene:

-1
_[ de =j ox 2=.[(5x—1)’2dx:M+c=—;+c
25x°-10x+1 ‘ (5x-1) -1 (5x-1
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4. Calcolareil seguenteintegrale:

j 3x-1
4%% +4x+1

S scompone 4x2+4x+1=(2x+1)ze, grazie a principio di identita polinomiae, s

determinano le due costanti A e B tali che:

3x-1 A N B  A2x+1)+B 2Ax+A+B
A% 44x+1 2x+1 (2x+12  (2x+1°2  (2x+1)
Risolvendo il sistema otteniamo

3
A=3 {2A=3

B:—ﬁ’ A+B=-1
2

e I’integrale diventa:

3 1 5 1 3 2 5 2 3 5
— | ——dX—=|—-—=dX=—| ——dX——|———=dx=—l0g|2 —+C
ZJ.2X+1 X 2j(2x+1)2 X 4'|. 2x+1 X 4'|.(2x+j|_)2 X 4 Og| X+:q+4(2x+1) i
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5. Cacolareil seguenteintegrale:

.[ dx
x* +3x+5
Calcoliamoiil A:
A=9-20<0
Aggiungiamo e sottraendo il coefficiente della x diviso per 2 ed elevato a quadrato ovvero

3

In modo tale daavere un quadrato di binomio:
dx dx

_I _I dx _J‘ dx 3
= = . = . =
X2+3X+g+5—g (x2+3x+9j+[5—9j x+§ +1—1 2x+3 +1—1
4 4 4 4 2 4 2 4
:I dX2 :J. 42 dx
(2x+3) +11 (2x+3)"+11
4 4
Dividiamo per 11 a numeratore e denominatore:
4 4
:j 112 dx:J 112 dx
(2x+3) L (2x+3j 1
11 11 J11

. : . 2x+3 . . . .
Ci serve laderivata dellafunzione N per avere un integrale immediato del tipo

J;z f'(x)dx=arctg( f(x))+c

1+(f (%)
pertanto scriviamo:

2.2 2
:j J11 }1 dx = Zj */1_12 dx = 2 arctgzx+3+c
(2x+3j Vi1 [2x+3j J11 Ji1
+1 +1
Ji1 Vi1
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6. Cacolareil seguenteintegrale

J- 2X+1
X2 +A4x+7

Si riscrive la frazione come somma di frazioni, in modo che una di esse abbia come
numeratore la derivata del denominatore

2x+1 2X+4-4+1 2X+4 3
et et e e
X +4x+7 X2 +4x+7 X“+4X+7 X +4x+7

[l primo integrale &€ immediato, mentre nel secondo si scrive il denominatore come somma di
due quadrati per poter integrare come arcotangente:

x2+4x+7:(x2+4x+4)—4+7:(x+2)2+(\/§)2

I’integrale di partenza diventa:

1

2x+4 1
——— — dx-3 dx=log(x*+4x+7)-3 dx =
J‘)(2‘+‘4-X-}-7 I(X+2)2+ ( ) I(X+2)2+(\/§)2
zlog(x2+4x+7) % rcth2+C Iog(x2+4x+7)—\/§arctgx%32+c
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